Néhany feladat a derékszogii testszogletben

Az 1dOk soran ezekkel mar tObbszor taldlkoztunk, mert mintegy adtdk magukat. Ez azt
jelenti, hogy egyszer csak ott alltak eldttiink a papiron. Ezek koziil most néhanyat Gjra
elévesziink, hiszen — a régi, Ludas Matyi cimii vicclap mottojat idézve — :

,» Egy 0jsziilottnek minden vicc 0j.”

Az emlitett derékszogii testszoglet masik neve: derékszog(let)i tetraéder — 1. dbra.

1. dbra

E tetraéder O csucsabol indul6 3 éle egymasra paronként merdleges, hosszuk és jeliik
u,v,w. Amasik 3 élegy A, B, Ccsucsués a, b, c oldalu haromszoget képez.

Az 1. feladat kiirasa az alabbi.
Adott: u,v,w.
Keresett: a,b,c;a,f,7;t,d; v, 0,04, 0.



Az 1. feladat megoldasa

Az 1. abra alapjan Pitagorasz tételével:

a=Vvi+w?2 , b=vul+w? ,c=vVu?+v?2 , |[0<(u,v,w)<ow.| (1)

Most koszinusztétellel:
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Az 1. ébra jobb als6 mellékdbraja szerint:
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Ezutan az 1. abra jobb felsé mellékabraja szerint, (4 ) - gyel is:
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Tovabba (4 )és (6) - tal is:
1 1 1 1 ot
sing=—-=-+d= |5+ = - = 1“71721 , innen
t u? v?2 1,1 1 S+ =+
Tt s vt
Most az 1. dbra alapjan:
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A trigonometrikus kifejezéseknek tobb, egymassal egyenertekii alakja is lehetseges.
Ezzel az 1. feladatot megoldottuk.
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A 2. feladat kiirasa az alabbi —v. 6.: [ 1 ]!

Igazoljuk, hogy a derékszogletii tetraé¢derre is fennall Pitagorasz tétele, miszerint:

a der¢kszogletl tetraéder datfogolapja teriiletének négyzete egyenld a befogolapok
teriiletének négyzetosszegével; képlettel:

Te=TZ+T;}+T7 . (T1)

A 2. feladat megoldasa

Az atfogolap teriilete az 1. abra jeloléseivel:
T, 1

1
Tn_cosq)_zlu.v.cosgo' (10)

amde az 1. abra szerint:



d
cosg =—,

igy (10)és (11 ) szerint:
1 w
Tn =E-u-v-g .

Most (6 ) és (12) - vel:

1
=—-—UuUu"v-w-
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igy (13)¢és(14) - gyel:
Ty =T +T7 + T/,

vagyis a (T1) tétel allitasa adodik.
Ezzel a 2. feladatot megoldottuk.

A 3. feladat kiirasa az alabbi.

Igazoljuk, hogy az 1. 4bran jelolt megfeleld szogek kozt fennall, hogy:
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A 3. feladat megolddasa

Az els6 allitdshoz az 1. dbra szerint;

gy ==, tgp, == , tgp, =—

v

most ( T2 /1) szerint:

, tgo = Jtg? o, +18% @, !

(11)
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(14)

(15)

(T2)

(16)
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vagyis (T2 /1) - t belattuk.
A masodik allitashoz az 1. abra szerint, (4 ) és ( 16) - tal is:

w w w V2+2
tgp =~ =—v—=—" : 4/1+ —thDx J1+1tg2y

\/u2+v2

tg 9y
tgp = tgp, - |1+ (Wi) =g’ o + g’y
tehat:

tgp = \/tg% @, +tg2 o, ,

amivel (T2/2) - tis belattuk.
Ezzel a 3. feladatot megoldottuk.

--------------------

M1. A 2. feladatban alkalmazott befogolapok ¢€s atfogdlap széhasznalattal kovettiik az
[ 1]és[ 2] forrasokat. A levezetéssel mar nem.

M2. A 2. feladatban felhasznaltuk azt a tételt, miszerint:
Tyet =T -cos@ o T o= (M1)

cos @

Ez esetiinkben, az 1. abra jeldléseivel, igy jon ki, m, = CT - vel:

Tt =T, =%-c-t=%-c-(mc-cos<p) = G-c-mc)-cosq):Tn-cosq) =T-cosq ,
tehat:

T,et =T cosq .

M3. A 3. feladatban szerepld ( T2 / 2 ) Osszefiiggés is Pitagorasz tételéhez hasonld alaku,
a szogek tangenseire. Hasonlo alaku képlettel talalkoztunk mar tetével kapcsolatos szami -
tasok soran is.

M4. Egyes képleteknek lehet egyszerilibb alakja is, de esztétikai okok miatt valasztottuk
azokat, amiket itt eredménykeént jeloltiink meg.



M5. Némelyik képletnek itt mas, a korabbiaktol*) ( esetleg ) eltéro levezetését mutattuk
meg. llyen pl. a (6 ) képlet is.

M6. Az 1. abran feltiintetett Oxyz térbeli derékszogli koordinata - rendszerben az ABC
haromszog sikjanak egyenlete:

u v w
ahol (u, v, w) atengelymetszetek — [ 3 ].
M7. Az itteni ,.tananyag” kozépiskolai, esetleg szakkori szintii. Erre utal [ 1 ] alcime is.

MB8. Van valami érdekes ,,ritmusa” az alabbi képleteknek:

1
U=-=,
\uZ
1
t = — =u-cosy ,
wZtz
1 . :
d=ﬁ=t-smq)=u-cos¢-sm<p. (M3)
etz

Lehet ennek a sornak folytatasa?

MO. Az itteni ABC haromszoget a merdleges axonometriaban nyomhdaromszégnek nevez -
tiikk. Az jutott esziinkbe, hogy levezethetnénk az ennek teriiletét megadd Heéron - képletet,
illetve egy azzal egyenértékii képletet az u , v, w segédmennyiségek alkalmazasaval is.
Ezt meg is tettiik, az eredmény egyenértékli a Héron szerintivel; de csak addig, amig az

(1) - beli bekeretezett korlatozas hatarait tal nem 1épjiik. Eszerint itt a nyomharomszog
hegyesszogi, elfajuld — pl.: w = 0 — esetben legfeljebb derékszogii haromszog lehet, tom -
paszOgli mar nem. Ennek érdemes lehet utanagondolni. Vagyis a mondott szamitassal iga -
zabol nem jutottunk eldrébb, igy azt nem 1s mutatjuk be. Az 6tlet, miszerint sikgeometriai
problémat térgeometriai uton oldjunk meg, maskor még akar jol is johet. Itt is miikodott,
mert arra voltunk kivancsiak, hogy tudnank - e az eredeti Héron - képlettel egyenértekii, de
anndl kevésbé ,,sablonos™ képletet talalni. Attdl tartunk, hogy az eredeti teriiletképlet mar
csak az alakjaval is elriasztja a kezdot. Az emlitett ,,sablonossag”™ szerintiink abbdl fakad,
hogy a matematikusok mindig valami végso, letisztult, ezaltal szamukra (!) ,,szép” kép -
letek eldallitasara torekednek. Ezzel a ténnyel mar szdmos esetben szembesiiltiink. Ez van.

M10. A ( T1) tételhez javasoljuk a [ 2 ] m{i tanulmanyozasat is.



M11. Jelen irasunk némiképp ismétlo, 0sszefoglalo jellegii. Nem bayj, kell az ilyen is.

Ajanlott olvasmany:

*)
https://galgoczi.net/anyagok/Az%20orthogonalis%20axonometria%?20alaposszefuggeseiro
|.pdf
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